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第二章 度量空间

在点集拓扑学早期对实直线和欧几里得空间子集的研究中发现一些具体的空间性质可

以进一步抽象 , 这导致法国数学家 M. Fréchet(1878-1973)[1906]在博士论文中引入了度量空

间的概念 . 度量空间类包含了数学许多分支的研究对象, 尤其是可分度量空间所具有的良好

性质为众多工作的出发点. 本章从点集拓扑学的角度介绍度量空间的一些基本性质, 同时也

为第三章讨论度量空间的映象和第四至六章研究函数空间的拓扑做准备, 主要由三部分内

容组成, 一是度量空间的紧性、可分性、仿紧性和完全性 , 二是度量化定理, 三是度量空间

的映射性质.

§2.1 度量空间

度量空间是以公理形式定义的. 从实直线中点的距离概念可以抽象出距离函数(distance

function)和度量公理.

定义 2.1.1 对于非空集合 X, 设函数 d: X×X [0, +)满足: 对于任意的 x, y, zX,

(1) d(x, y)=0 当且仅当 x=y(正定性);

(2) d(x, y)=d(y, x)(对称性);

(3) d(x, y)d(x, z)+d(z, y)(三角不等式).

则称函数 d 是集合 X 上的度量(metric)或距离(distance), 集合 X 赋予度量 d 称为度量空间

(metric space), 记为(X, d). d(x, y)称为点 x 与 y之间的距离. 上述条件(1)~(3)称为度量公理

(metric axiom).

在不引起混淆或不必特别指出具体的度量时, 度量空间(X, d)常称为度量空间 X.

例 2.1.2 n 维欧几里得空间n .

对于实数集合中的任意两点 x 和 y, 定义 d(x, y)=|x-y|, 则 d 满足度量公理, 所以(R, d)

是度量空间, 简称为实数空间.

一般地说 , 对于实数集合的 n 次笛卡儿积n 中的任意点 x=(x 1 , x 2 , … , x n ), y=(y 1,

y 2 , … , y n ), 定义 d(x, y)= 2
nn

2
22

2
11 )y-(x...)y-(x)yx(  , 则 d 满足度量公理,

称 d 为n 上的欧几里得度量(Euclidean metric), (n , d)称为 n 维欧几里得度量空间, 或简称
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欧几里得空间(Euclidean space). ▌

在一个集合上一般可以定义很多的度量 . 如在实数集合上, 若对于中的任意两点 x

和 y, 当 x=y 时定义 d’(x, y)=0, 当 xy 时定义 d’(x, y)=1, 则(, d’)也是度量空间.

例 2.1.3 Hilbert27空间 H.

表示实数集合的可数次笛卡儿积. 记 H 为平方收敛的所有实数序列构成的集合,

即 H={x=(x 1 , x 2 ,… ) : 


1

2x
i

i }. 定义 d: H×H[0, +]如下: 对于任意的

x=(x 1 , x 2 ,… ), y=(y 1 , y 2 ,… )H, 令 d(x, y)= 


1

2)y-x(
i

ii . 利用 Cauchy 28不等式

(


n

i
ii

1

ba ) 2 



n

i
i

n

i
i

1

2

1

2 ba , 可以证明 d是H上的度量. 度量空间(H, d)称为 Hilbert空间. ▌

本节介绍度量拓扑、可度量化空间、Baire 零维空间的概念, 同时说明度量空间的一些

基本运算性质 , 如有界度量、拓扑和、可数积空间等. 下面叙述度量空间与拓扑空间的关系.

设(X, d)是一度量空间, 对于每一xX, >0, 称X的子集B d (x, )={yX : d(x, y)<}

是以点 x 为心, 为半径的球形邻域(ball neighborhood), 简称为 x 的球形邻域. 在不引起

混淆时, 简记 Bd (x, )为 B(x, ). 在实数空间中, 对于 x, x 的球形邻域是开区间

(x-, x+).

引理 2.1.4 度量空间(X, d)的全体球形邻域的族形成 X 上一拓扑的基.

证明 令 B={B(x, ) : xX, >0}. 为证明 B 是集合 X 上一拓扑的基, 只须证明B 满

足:

(B1) 若 U, VB 且 xUV, 则存在 WB 使得 xWUV;

(B2) B=X.

(B2)成立是显然的. (B1)成立证明如下. 设 zB(x, s)B(y, t), 取 r=min{s-d(x, z), t-d(y,

z)}, 则 r>0 且 zB(z, r)B(x, s)B(y, t). 事实上, 对于任一 aB(z, r), 由三角不等式, d(a,

x)d(a, z)+d(z, x)<r+d(x, z)s, 所以 B(z, r)B(x, s). 同理可证 B(z, r)B(y, t). ▌

对于度量空间(X, d), 由引理 2.1.4, X的球形邻域全体作为 X上一拓扑的基, 生成 X上的

27 德国数学家 D. Hilbert(1862-1943), 他是德国数学家 F. Lindemann(1852-1939)的学生.
28 法国数学家 A. L. Cauchy(1789-1857).
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唯一拓扑 , 称为由度量 d 导出的度量空间(X, d)上的度量拓扑(metric topology). 度量空间是

一类特殊的拓扑空间. 若无特别说明, 度量空间上的拓扑均指度量拓扑.

定义 2.1.5 拓扑空间 X 称为可度量化空间(metrizable space), 若X 上存在度量 d 使得由

d 导出的度量拓扑就是 X 上的拓扑.

对于任一非空集合 X, X 赋予离散拓扑, 即 X 的每一子集是 X 的开集. 另一方面, 在集

合 X 上定义函数 d: X×X[0, +)使得对于X 中的任意两点 x 和 y, 当 x=y 时让 d(x, y)=0,

当 xy时让 d(x, y)=1, 则(X, d)是度量空间, 称d 是X 上的离散度量(discrete metric). 由离散

度量导出的 X上的度量拓扑就是离散拓扑, 所以离散空间是可度量化空间, 有时也称其为离

散度量空间.

定义 2.1.6 设 A 是度量空间(X, d)的非空子集, 称 d(A)=sup{d(x, y) : x, yA}为集 A 的

直径(diameter), 当上确界不存在时, 称 A 的直径为无限大, 记为 d(A)=. 规定 d()=0.

定理 2.1.7 设(X, d)是度量空间, 置 d’(x, y)=min{1, d(x, y)}, 则(X, d’)也是度量空间, 且

d, d’导出 X 上相同的度量拓扑.

证明 为证明d’: X×X[0, +)满足度量公理, 只须证明 d’满足三角不等式. 若不然,

则存在 x, y, zX使得 d’(x, y)>d’(x, z)+d’(z, y), 于是 d’(x, z)<1 且d’(z, y)<1, 从而d(x, y)d(x,

z)+d(z, y)=d’(x, z)+d’(z, y)<d’(x, y), 矛盾. 所以 d’也是 X 上的度量.

对于任意的 xX 及 0<<1, 有 Bd (x, )=B d' (x, ), 故 d 与 d’导出 X 上相同的度量

拓扑 . ▌

定理 2.1.8 设{(X , d )}  是互不相交的度量空间族, 则拓扑和  X是可度量

化空间.

证明 记 X=  X . 由定理 2.1.7, 不妨设对于任意的  有 d(X )1. 定义

d: X×X [0, +)如下: d(x, y)=


 

,1
Xyx,,y)(x,d

其它情形

使得存在  
. 显然, d 满足度量公理

中的正定性和对称性 , 下面证明 d 满足三角不等式. 若不然, 则存在 x, y, zX 使得 d(x,

y)>d(x, z)+d(z, y), 于是 d(x, z)<1 且 d(z, y)<1, 从而存在  使得 x, y, zX , 因此 d(x,

y)=d (x, y)d(x, z)+d(z, y)=d(x, z)+d(z, y)<d(x, y), 矛盾. 故(X, d)是度量空间. 对于任

意的 xX 及 0<<1, 存在唯一的  使得 xX , 于是 Bd (x, )=B
d (x, ). 由拓扑
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和的定义易知 , 由 d 导出的 X 上的度量拓扑恰好是由 d导出的 X上的度量拓扑的拓扑和.

故 X 是可度量化空间. ▌

定理 2.1.9 设{(X n , d n )}是度量空间列且每一 d n (X n ) 1. 对于笛卡儿积X=

1
X

n n

中的任意两点 x=(x n )和 y=(y n ), 定义 d(x, y)=


1

)y,(xd
2
1

n
nnnn , 则 d 是 X 上的度量且由 d

导出的 X 上的度量拓扑就是由 d n 导出的 X n 上的度量拓扑的积拓扑.

证明 容易验证 d 满足度量公理, 于是(X, d)是度量空间. 下证由 d 导出的 X 上的度量

拓扑 d就是由 d n 导出的 X n 上的度量拓扑的积拓扑.

先证明 d. 由引理 2.1.4, 只须证明对于每一 x=(x n )X, >0, 存在 U使得

xUB(x, ). 由于>0, 存在 m使得 1/2 m <. 令 U={y=(y n )X : 当 nm+1 时有

d n (x n , y n )<1/2 1m }, 则 x U 且 U B(x, ). 事 实 上 , 由 于

U= ))1/2,(B(p 1
d

1
1 n




m
nnmn x , 于 是 U   . 若 y=(y n )  U, 那 么 d(x,

y)< 





1

1
1 2

1
2

1 m

n
nm +



2 2
1

m
n <1/2 1m +1/2 1m =1/2 m <, 所以UB(x, ).

其次 , 证明 d. 设 U 是积拓扑的基本子基的元, 存在m和度量空间(Xm , d m )

的开集 W 使得 U=p -1
m (W)={z=(z n )X : z mW}, 于是对于每一 x=(x n )U, 那么 x mW,

存在 X m 中的球形邻域 B
md (x m , r) W. 由 d 的定义, 对于每一 y=(y n )X, 有 d(x,

y) d m (x m , y m )/2 m , 从而, 若 d(x, y)<r/2 m , 则 d m (x m , y m )<r, 于是 y m W, 因而 yU, 所

以 Bd (x, r/2 m )U, 因此 U d. 以上是对的子基中的元证明的, 从而知 d.

综上所述 , 由 d 导出的 X 上的度量拓扑 d恰是由 d n 导出的 X n 上的度量拓扑的积拓扑

. ▌

为了介绍 Baire 零维空间, 同时也为了研究度量空间映射的需要, 本节最后介绍一些零

维空间的知识. 作为欧几里得空间维数概念的推广, 拓扑空间的维数有小归纳维数(small

inductive dimension), 大归纳维数(large inductive dimension)和覆盖维数(covering dimension).

对于拓扑空间 X, 这三种维数分别记为 indX, IndX 和 dimX. 对于可分度量空间 X,
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indX=IndX=dimX(Hurewicz 29 定 理 [1927]). 对 于 度 量 空 间 X,

IndX=dimX(Katětov 30 [1952]-Morita 31 [1955] 定 理 ). 特 别 地 , 对 于 每 一 n 有

indn =Indn =dimn =n.

空间 X 的子集 F 称为函数闭的(或零集, functionally closed), 如果存在连续函数 f:X

使得 F=f 1 (0). 空间X的函数闭集的余集称为X 的函数开集(或余零集, functionally open set).

对于非空的 T 1空间 X, 如果 X 具有由开闭集组成的基, 称 X 是零维(zero-dimensional)空间,

记为 indX=0; 对于非空的 T 1空间 X, 如果对于 X 的每一闭集 A 及包含 A 的开集 V 存在 X

的开闭集 U 使得 AU V, 称 X 是强零维(strongly zero-dimensional)空间, 记为 IndX=0. 对

于非空的完全正则空间 X, 如果 X 的每一函数开的有限覆盖{U i } ki 存在互不相交的有限开

加细 , 记为 dimX=0.

indX=0 是关于非空子集遗传的. 对于正规空间X, IndX=0 或 dimX=0都是关于非空闭子

集遗传的 . 若 IndX=0, 则 indX=0.

定理 2.1.10 对于非空的正规 T1空间 X 下述条件相互等价:

(1) IndX=0;

(2) dimX=0;

(3) X 的每一局部有限的开覆盖有互不相交的开加细 .

证明 (1)(2). 设 IndX=0 且{U i } ki 是 X 的函数开的有限覆盖, 将证明存在 X 的互不

相交的精确开加细{V i } ki , 对k 做归纳法. k=1 时显然命题成立. 设对于每一 k<m>1时命题

成立, 考虑 X 的(函数)开的有限覆盖{U i } mi . 由归纳假设, 存在 X 的互不相交的开加细

{W i } 1mi 使得当 i<m-1 时有W i U i , 且 W 1m U 1m U m . 对于X 的不相交闭集 W 1m

╲U 1m 和 W 1m ╲U m , 存在X 的开闭集 U 使得W 1m ╲U 1m UX╲(W 1m ╲U m )=(X╲

W 1m )U m . 定义{V i } mi 如下: 当 i<m-1 时 V i =W i , V 1m =W 1m ╲U 且 V m =W 1m U.

29 波兰数学家 W. Hurewicz(1904-1956), 他是波兰数学家 H. Hahn(1879-1934)的学生.
30 捷克数学家 M. Katětov(1918-1995).
31 日本数学家 K. Morita(森田纪一, 1915-1995), 他是日本一般拓扑学的奠基人之一.
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则{V i } mi 是{U i } mi 的互不相交的精确开加细. 故 dimX=0.

(2) (1). 设 dimX=0. 对于 X 的每一闭集 A 及包含 A 的开集 V, 存在连续函数 f:X

使得 f(A){0}且 f(X╲V){1}. 则 X 的函数开覆盖{f 1 ((0, 1)), f 1 ([0, 1])}有互不相交的有

限开加细 W. 令 U={WW : AW  }, 则 U 是 X 的开闭集且 AUV. 故 IndX=0.

(3) (2)是显然的, 下面证明(2) (3). 设 dimX=0, U={U s } Ss 是空间 X 的局部有限的

开覆盖 . 记 T 是子标集 S 的所有非空有限子集的族 . 对于每一 T T, 置

F T =( Ts sU )( Ts (X╲U s ), 则 F T是 X的闭集, 并且如果 F T非空, 那么 dimF T =0. 令

F={F T } TT , 则 F 是 X 的局部有限的闭覆盖且 F中每一元仅与 U 中有限个元相交.

重新排列 F为{F}  , 其中 F 0 =. 应用超限归纳法定义 X 的开覆盖序列{U} 

满足 : 记每一 U={U s, } Ss

(10.1) 如果  , 则 U s, U s, , 且 U s,0 U s ;

(10.2) 集族{U s, F} Ss 是互不相交的 ;

(10.3) 如果  , 则 U s, ╲U s,    F.

对于每一 sS, 令U s,0 =U s , 则条件(10.1)－(10.3)对=0 成立. 假设对于 10  已

定义了覆盖 U  满足 (10.1)－ (10.3). 对于每一 sS, 令 U '
,0 s = 

0 U s, . 则

U '
0

={U '
,0 s } Ss 是 X 的开覆盖. 事实上, 如果 0 = 1 +1, 则 U '

,0 s =U s,1
, 所以结论成立.

不妨设 0是极限序数. 对于每一 xX, 存在 x 在X 中的邻域 U 仅与 F中有限个元相交, 于

是存在 0 使得对于每一满足 0  的有 UF=. 因为 U 是 X 的覆盖, 存

在 sS 使得 x U s, . 由 (10.3), 当 0  时有 U U s, U s, , 于是

xU U s, U '
,0 s . 故 U '

0
是 X 的开覆盖.

由(2)  (1), X 的闭子空间 F
0
的开覆盖{F

0
U '

,0 s } Ss 有互不相交的精确开加细

{V s } Ss . 令 U s,0 =(U '
,0 s ╲F

0 )V s , 则 U
0 ={U s,0 } Ss 是 X 的开覆盖且满足(10.1)－

(10.3).
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由(10.2)和(10.1), U 是 U 的互不相交的精确开加细. ▌

推论 2.1.11 设 X 是 Lindelöf 空间. 若 indX=0, 则 IndX=dimX=0.

证明 因为 indX=0, 所以 X 是完全正则空间, 于是 X 是正规空间. 由定理 2.1.10, 只须

证明 IndX=0. 设 A, B 是空间 X 的不相交闭集. 对于每一 xX, 存在 X 中含点 x 的开闭集

W x 使得 AW x =或者 BW x = . X 的开覆盖{W x } Xx 存在可数的子覆盖{W
ix } i .

对于每一 i, 令 U i =W
ix ╲ ij W

jx , 则 U i 是 X 的开闭集. 从而{U i } i 是 X 的互不相

交的开覆盖. 让 U={U i : U i A  }, 则 U是 X 的开闭集且 AU X╲B. 故 IndX=0.

▌

由此 , 对于无理数空间的任一非空子空间 X, indX=IndX=dimX=0.

例 2.1.12 Baire 零维空间 .

对于任意非空集合 X 及 n, 令 X n =X. 对于笛卡儿积 M=


1
X

n n 中的任意两点

x=(x n )和 y=(y n ), 定义 d(x, y)=








yx},n,yx:/1max{

yx,0

nn n
. 下面证明 d 满足度量公

理. 显然, d 满足正定性和对称性. 对于任意的 x=(x n ), y=(y n ), z=(z n )M, 为了证明 d(x,

y) d(x, z)+d(z, y), 不妨设 d(x, y)>0, 于是存在 k使得 d(x, y)=1/k, 从而 x k y k 且当 n<k

时 x n =y n . 若存在 n<k使得 x n z n , 则d(x, z)1/n>1/k, 从而 d(x, y)d(x, z)+d(z, y); 若当

n<k 时总有 x n =z n , 如果 d(x, z)=1/k, 则 d(x, y)d(x, z)+d(z, y), 如果 d(x, z)=1/m 且m>k, 则

x k =z k , 由于 x k y k , 所以 z k y k , 从而 d(z, y)=1/k, 于是也有 d(x, y)d(x, z)+d(z, y). 综

上所述, (M, d)是度量空间.

对于空间 M 中的任意两点 x=(x n )和 y=(y n ), 及 0<r1, 如果 Bd (x, r)B d (y, r)  ,

设 z=(z n )Bd (x, r)B d (y, r), 取 k使得 1/(k+1)<r1/k, 则当 nk时有 x n =z n =y n , 于

是 Bd (x, r)=B d (y, r). 对于每一 i, 令 B i ={B d (x, 1/i) : xM}, 则 M 的开覆盖 B i 中的任

意两元或者相等或者不相交, 于是 i B i 是 M 的局部有限的开闭基. 对于 M 的闭集 A,

包含 A 的开集 V, 及 i, 令 V i2 ={UB i : UV}, V 12 i ={UB i : UA=}, 则
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V i2 和 V 12 i 都是 M的开闭集且 i V i2 =V,  i V 12 i =M╲A, 于是{V i } i 是M 的覆盖.

对于每一 i, 令U i =V i ╲ ij V j , 则{U i } i 是 M的互不相交的开覆盖. 置 U={U i :

U i V}, 则 U 是 M 的开闭集且 AUV. 故 IndM=0, 从而 indM=dimM=0. 所以 M 常称

为 Baire 零维空间(Baire’s zero-dimensional space).

对于每一 n. 设 d n 是 X n 上的离散度量, 则由 d n 导出的 X n 上的度量拓扑是离散拓

扑. 对M=


1
X

n n 中的任意两点 x=(x n )和 y=(y n ), 定义 d’(x, y)=


1

)y,(xd
2
1

n
nnnn , 由定

理 2.1.9, d’是 M 上的度量且由 d’导出的 M 上的度量拓扑就是离散空间族{X n } n 的积拓扑

. 对于每一 x=(x n )M, k, 令 B(x 1 , x 2 , … x k )={y=(y n )M : 当 nk 时有

y n =x n }= kn p 1
n (x n ), 则{B(x 1 , x 2 , … x k ) : xM, k}是积拓扑的(由开闭集组成的)

基, 即它是由 d’导出的 M 上度量拓扑的基. 另一方面, B d (x, 1/k)={y=(y n )M : 当 nk 时

有 x n =y n }=B(x 1 , x 2 , … x k ), 所以由度量 d 导出的 M上的度量拓扑就是由度量 d’导出的 M

上的度量拓扑 . 因此, 可将Baire 零维空间等同于离散空间X的可数次积空间 X. 若|X|=,

也记 Baire 零维空间 X为 B(). ▌

上述例子的证明表明: 对于具有局部有限开闭基的非空空间 X 有 IndX=0.

练习

2.1.1 设(X, d)是度量空间. 证明 : 度量函数 d: X×X [0, +)是连续的.

2.1.2 对于实直线, 定义 d’: X×X [0, +)使得 d’(x, y)=
|y|1

y
|x|1

x





. 证明:

d’是上的度量, 且 d’导出上的度量拓扑就是上的欧几里得拓扑.

2.1.3 对实数平面2 的任意两点 x=(x 1 , x 2 )和 y=(y 1 , y 2 ), 定义 d 1 (x,

y)= 2
21

2
21 )y-(y)x-(x  , d 2 (x, y)=max(|x 1 -x 2 |, |y 1 -y 2 | ), d 3 (x, y)=|x 1 -x 2 |+|y1 -y 2 |. 证

明: d 1 , d 2 和 d 3 都满足度量公理, 且导出2 上相同的度量拓扑.
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2.1.4 举例说明: 存在度量空间(X, d)使得 ),(Bd x {yX : d(x, y)  }.

2.1.5 度量空间是第一可数空间.

2.1.6 设 X 是可度量化空间. 若空间 Y 同胚于空间 X, 则 X 也是可度量化空间.

2.1.7 设{x n }是 T 2 空间 X 的收敛序列. 若{x n }收敛于 x, 则{x}{x n : n}是 X 的

可度量化的子空间 .

2.1.8 若正则的 T 1 空间X 是非空的可数空间 , 则 IndX=0.

§2.2 度量空间是仿紧空间

本节继续介绍度量空间的基本性质, 主要涉及度量空间的仿紧性、可数性和紧性及一些

等价刻画 . 首先介绍著名的 A. H. Stone 定理: 度量空间是仿紧空间. 这是度量空间理论中最

深刻、最重要的定理.

定义 2.2.1 设(X, d)是度量空间. 对于 X 中的点 x 及 X 的非空子集 A 和 B, 定义 d(x,

A)=inf{d(x, y) : yA}, d(A, B)=inf{d(z, y) : zA, yB}. 称 d(x, A)为点 x 与集A 之间的距离

(distance), d(A, B)为集 A 与 B 之间的距离. 规定 d(x, )=1, d(, A)=d(, B)=1.

引理 2.2.2 设 A 是度量空间(X, d)的子集, 令 f(x)=d(x, A), 则 f: X[0, +)是连续函

数.

证明 对于任意的 x, yX, 由三角不等式有 inf Az {d(x, z)}d(x, y)+inf Az {d(y, z)},

即 f(x)d(x, y)+f(y), 从而 f(x)-f(y)d(x, y). 由 x, y 的任意性知 f(y)-f(x)d(x, y). 于是

|f(x)-f(y)|d(x, y), 所以对于 r>0, f(B(x, r))(f(x)-r, f(x)+r). 故 f 是连续函数. ▌

引理 2.2.3 设 A 是度量空间(X, d)的子集, 则A ={xX : d(x, A)=0}.

证明 设 f(x)=d(x, A), 则 Af 1 (0)={xX : d(x, A)=0}. 由引理 2.2.2, f: X [0, +)

是连续函数, 于是 f 1 (0)是 X 的闭子集, 从而A f 1 (0). 若 yA , 存在 r>0 使得 B(y,

r)A=, 于是 f(y) r, 从而 yf 1 (0), 所以 f 1 (0)A . 故A ={xX : d(x, A)=0}. ▌

空间 X 称为 perfect, 若 X 的每一闭集是 X 的 G集(G-set, 可数个开集的交集), 等价

于 X 的每一开集是 X 的 F集(F -set, 可数个闭集的并集). 在实变函数论中, 术语 perfect

是指没有孤立点的闭集 .
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定理 2.2.4 度量空间是 T 2 , perfect 正规空间32.

证明 设(X, d)是度量空间. 先证明X 是T 2 空间. 对于X中不同的两点 x 和y, 让 r=d(x,

y)/2, 那么 r>0 且 B(x, r)和 B(y, r)是 X 中分别含有点 x 和 y的不相交的开集, 所以 X 是 T 2 空

间.

设 F 是 X 的闭集, 由引理 2.2.3, F={xX : d(x, F)=0}. 对于每一 n, 令 G n ={xX :

d(x, F)<1/n}, 由引理 2.2.2, G n 是 X 的开集. 易验证 F= n G n , 所以 F 是 X 的 G集. 故 X

是 perfect空间.

对于 X 中不相交的闭集 A 和 B, 由引理 2.2.3, d(x, A)+d(x, B)>0. 定义 h: X[0, 1]使得

h(x)=
B)d(x,A)d(x,

A)d(x,


. 由引理 2.2.2, h 连续, 且 h(A){0}, h(B){1}. 故 h 1 ([0, 1/2))和

h 1 ((1/2, 1))是 X 中不相交的开集且分别包含 A 和 B. 因此, X 是正规空间. ▌

定理 2.2.5 (Stone 定理[1948])度量空间是仿紧空间.

证明 设{U}  是度量空间(X, d)的开覆盖 . 对于每一  , n, 置

(5.1) U n, ={xX : B(x, 1/2 n ) U}.

则 U = n U n, , 并且 xU n, 当且仅当 d(x, X╲

U)1/2 n (练习 2.2.1), 于是

(5.2) 若 xU n, , yU 1, n , 则 d(x, y)>1/2 1n .

把指标集良序化, 置

(5.3) U *
,n =U n, ╲   U 1, n ,

 .

则对于任意的, , 若

, 按< 或<, 由

(5.3)可得

32 Perfect normality 于 1932 年由 E. Čech定义.

图 Stone 定理  
1/2 1n

U *
,n

U

U *
,n U

U


n,

U

1/2 n 1/2 1n

xU n, y U

图 (5.1)和(5.2)
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(5.4) U *
,n X╲U 1, n 或 U *

,n X╲U 1, n .

若 xU *
,n , yU *

, n , 由(5.3)和(5.4), 则当< 时, xU n, , yU 1, n ; 当<时,

yU n, , xU 1, n , 所以由(5.2)总有 d(x, y)>1/2 1n , 即

(5.5) d(U*
, n , U *

,n )1/2 1n .

对于每一 xX, 在中存在最小的使得

xU , 于是存在 n使得 xU n, , 由(5.3),

xU *
,n . 这表明

(5.6) {U *
,n :  , n}=X.

对于任意的  , n, 置

(5.7) U 
n, ={xX : d(x, U *

,n )<1/2 3n }.

则

(5.8) U *
, n U

n, U .

由(5.5), (5.7)及三角不等式, 易证对于任意的有 d(U
n, , U 

n, )1/2 2n , 于

是对于每一 xX, B(x, 1/2 3n )至多与{U
n, }  中的一个元相交, 所以{U

n, }  是 X 的离

散的开集族. 至此可知, {U
n, } ,n 是{U}  的离散的开加细. 由定理 2.2.4 及定理

1.5.6 知, X 是仿紧空间. ▌

1948 年 A. H. Stone 事实上证明了度量空间的每一开覆盖具有局部有限且离散的开加

细, 所以从定义知度量空间是仿紧空间 . 这里仅证明度量空间的每一开覆盖具有离散的

开加细, 要获得既离散又局部有限的开加细还需要进一步构造更精细的集族. Stone 定理

的证明是一般拓扑学中最精美的证明之一 . 证明的思想通过提炼产生了许多重要的概念和

一般性的方法 . 如定理 1.5.6 中证明“若空间 X 的每一开覆盖有星开加细, 则X 的每一开覆盖

有离散的开加细”就是使用 Stone 定理的技巧, 其中关键的集合 U n, 的构造, 在定理 1.5.6

中的星形邻域(定理 1.5.6 的(6.2))类似于 Stone定理中的球形邻域(定理 2.2.5 的(5.1)). 事实上,

对于度量空间(X, d)及 n, 置 U n ={B(x, 1/2 n ) : xX}, 那么对于每一 xX 有 st(x,

U *
,n 1/2 3n 1/2 3n

U


n, 1/2 1n U
*

.n

图 (5.7),(5.8)及{U


n, }的离散性
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U 1n )B(x, 1/2 n ), st(B(x, 1/2 2n ), U 2n ) B(x, 1/2 n ). 下面介绍 Stone 定理在维数论中的

一个应用 .

引理 2.2.6 设(X, d)是度量空间, 则下述条件相互等价:

(1) IndX=0;

(2) X 具有互不相交的开覆盖列{W n }使得(每一 W 1n 加细W n 且)W n 的每一元的直径小

于 1/n;

(3) X 具有局部有限的(开)闭基 .

证明 (1)(2). 设 U 是空间 X 的开覆盖. 对于每一 n, 由 Stone 定理, U 具有局部

有限的开加细 V={V }  使得每一 d(V )<1/n. 由定理 1.4.15(单位分解定理)的(15.1),

{V  }  存在精确的闭加细 {F  }  . 因为 IndX=0, 存在 X 的开闭集 U  使得

F  U V . 对于每一<, 令 W =U╲  U , 则 W 是 X 的开闭集 . 置

W={W}  . 则 W 是 U 的互不相交的开加细且每一 d(W)<1/n. 由归纳法易知存在 X 的

开覆盖列{W n }满足(2).

(2) (3)是显然的. 例 2.1.12 已证明了(3) (1). ▌

由于引理 2.2.6 的(3)是遗传性质, 所以

定理 2.2.7 设 X 是度量空间, 则 IndX=0 是关于非空子集遗传的.▌

本节的第二部分转入讨论度量空间的可数性, 涉及第二可数性、Lindelöf 性、 1 紧性、

可数链条件和可分性. 设 X 是拓扑空间. X 称为第二可数空间(或满足第二可数公理, second

countable space), 若X 具有可数基. X 称为 1紧空间( 1 -compact space), 若X 的任一闭离散

子空间是可数的. X 称为满足可数链条件(countable chain condition, 简记为 ccc), 若 X 中的互

不相交的非空开集族是可数的. X 称为可分空间(separable space), 若 X 具有可数的稠密子集.

可以验证 , 第二可数性Lindelöf 性 1 紧性; 第二可数性可分性可数链条件. 在

度量空间中这些性质是相互等价的.

定理 2.2.8 设(X, d)是度量空间, 则下述条件相互等价:

(1) X 是第二可数空间;

(2) X 是 Lindelöf 空间;
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(3) X 是 1紧空间;

(4) X 满足可数链条件;

(5) X 是可分空间.

证明 (1) (2). 设度量空间 X 是第二可数空间, 即 X 具有可数基 B. 对于 X 的每一开

覆盖 U, 让 B’={BB : 存在 UU 使得 BU}, 则 B’是 X 的可数覆盖. 事实上, 对于每一

xX, 存在UU 使得xU, 由于B 是X的基, 又存在 BB 使得 xBU, 这时BB’. 记

B’={B n } n . 对于每一 n, 存在 U n U 使得B n U n , 于是{U n } n 是 U 的可数子覆

盖. 故 X 是 Lindelöf 空间.

(2) (3). 设 X 是 Lindelöf 空间. 若 A 是 X 的闭离散子空间, 则 A 是 Lindelöf 空间, 于

是 A 的开覆盖{{x} : xA}有可数的子覆盖, 所以A 只能是可数集. 故 X 是 1紧空间.

(3) (4). 设 X 是 1 紧空间. 让{O}  是 X 的互不相交的非空开集族. 对于每一

 , 取定 x O . 让 D={x :  }, 则每一(O ╲{x}) D=, 于是(O╲

{x })D =, 所以 O D ={x}, 从而 D=(  O)D , 因此 D 是 D 的开子集. 由

定理 2.2.4 及D 是度量空间, D 是D 的 F集, 即存在 D 的闭集列{D n }使得D= n D n . 这

时每一 D n 是 X 的闭离散子空间, 由 X 的 1紧性, D n 是可数的. 故 D 是 X 的可数子集, 即

{O}  是 X 的可数开集族 .

(4) (5). 设X满足可数链条件. 对于每一 n, 置F n ={FX : 若x, yF且 xy, 则

d(x,y)>1/n}, 则 F n 具有有限特征, 即 FF n 当且仅当 F 的每一有限子集是 F n 的元. 由

Tukey 引理(引理 1.1.11), 设 C n 是 Fn 中的极大元. 让 B n ={B(x, 1/2n) : xC n }, 则 B n 是 X

的互不相交的开集族, 由于 X 满足可数链条件, 于是 B n 是可数族 , 从而 C n 是可数集. 让

C= n C n , 则 C 是 X 的可数子集. 下证 C 是 X 的稠密子集, 即C =X, 这等价于证明对于

每一 xX 和 r>0 有B(x, r)C  . 取 k使得 1/k<r, 若对于每一 cC k 有 d(x, c)>1/k, 则

xC k 且 C k {x}F k , 这与 C k 是 F k 的极大元相矛盾, 所以存在 cC k C 使得 d(x,

c)1/k<r, 从而 B(x, r)C  . 故 X 是可分空间.
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(5) (1). 设 X 是可分空间. 让 C={x n : n}是 X 的可数的稠密子集. 令 B={B(x n ,

1/k) : n, k}, 则 B 是 X 的可数开集族. 下证 B 是空间 X 的基. 对于每一 xX 及 x 的邻域

U, 存在 r>0 使得 B(x, r)U. 由于 C 是 X 的稠密子集, 存在 n, k使得 x n B(x, 1/k)且

2/k<r, 则 xB(x n , 1/k)B(x, r)U. 事实上, 若 yB(x n , 1/k), 则 d(y, x)d(y, x n )+d(x n ,

x)<1/k+1/k<r, 所以 yB(x, r). 故 X 具有可数基. ▌

定理 2.2.9 设(X, d)是度量空间, 则下述条件相互等价:

(1) X 是紧空间 ;

(2) X 是可数紧空间 ;

(3) X 是序列紧空间 ;

(4) X 是伪紧空间.

证明 (1) (2)是显然的. 因为度量空间是第一可数空间(练习 2.1.5), 由定理 1.2.6,

(2) (3). 由定理 1.2.10, (2)(4). 由定理 1.2.12 和定理2.2.4, (4) (3). 下面证明(2)(1).

设 X 是可数紧空间, 由定理 1.2.4, X 是 1紧空间, 再由定理 2.2.8, X 是 Lindelöf 空间, 从而

X 是可数紧的 Lindelöf 空间 , 即 X 是紧空间. ▌

本节最后说明选择公理在度量空间理论中的作用. Stone 定理的证明使用有Zermelo良序

定理 , 定理 2.2.8 的证明使用了Tukey 引理, 这些都是本质的要求. 因为一方面 Good, Tree 和

Watson[1998]证明了假设集论公理 ZF+DC(Principle of Dependent Choice)存在非仿紧的度量

空间 , 另一方面 Good 和Tree[1995]证明了命题“存在第二可数的度量空间既不是可分空间也

不是Lindelöf空间”是与 ZF相容的(consistent), 同样命题“存在紧度量空间既不是可分空间也

不是第二可数空间”也是与 ZF 相容的.

练习

2.2.1 设 A 是度量空间(X, d)的非空子集. 若 xX, r>0, 则 d(x, A)r 当且仅当 B(x,

r)A=.

2.2.2 序数空间[0, 1 )不是 perfect.

2.2.3 证明: 度量空间的非空开集是函数开的.

2.2.4 证明: Hilbert 空间是可分空间.

2.2.5 设(X, d)是度量空间, 对于X的子集 A及 r>0, 记 B(A, r)={xX : d(x, A)<r}. 若 K
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是 X 的紧子集, 证明: {B(K, 1/n) : n}是 K 在 X 中的邻域基.


