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§3.6 闭映象

寻求可度量化空间闭映象的内在特征是 A. Arhangel’skiǐ[1966]在名著“Mappings and

spaces”中提出的又一问题. N. Lašnev(Н. Лашнев)[1966]首先研究了这一问题 , 并且给出了

Arhangel’skiǐ问题的一个解. 尽管 Lašnev的解不是一个完美的答案, 但是他提出了遗传闭包

保持集族的概念(定义 3.6.1). L. Foged[1985]恰是利用这一概念与 k 网络(定义 3.3.11)的结合,

获得了 Arhangel’skiǐ问题满意的回答. 本节介绍 Foged 的工作及关于可度量化空间的闭 s映

象的相关结果.

可度量化空间的闭映象称为 Lašnev 空间(Lašnev space). 由 Stone 定理(定理 2.2.5)及

Michael 定理(定理 1.5.8), Lašnev空间是仿紧空间.

定义 3.6.1 (Lašnev[1966])设 P 是空间 X 的子集族. P 称为 X 的遗传闭包保持族

(hereditarily closure-preserving family), 若对于每一 H(P)PP, 集族{H(P) : PP}是闭包

保持的.

遗传闭包保持集族简记为 HCP 集族. 显然, 空间 X 的局部有限集族是 HCP 集族, X 的

HCP 集族是闭包保持集族. 当 P={P}  是 X 的 HCP 集族时, 对于每一 x P , 集族

{{x}}  是 X 的闭包保持集族, 于是集合{x : }是 X 的闭离散子集(练习 1.5.2).

引理 3.6.2 闭映射保持遗传闭包保持集族.

证明 设 f:XY 是闭映射, P 是空间 X 的 HCP 集族. 记 P={P}  . 令 F=f(P). 对

于每一, 设Hf(P), 让L=f 1 (H)P , 那么f(L)=H且L P . 因为P

是 X 的 HCP 集 族 , 所 以 {L  }  是 X 的 闭 包 保 持 集 族 , 于 是

  H =  )f(L =  f( L )=f(   L )=f(  L )= )f(L  =  H ,

因此{H}  是闭包保持的. 故 F 是 Y 的 HCP 集族. ▌

引理 3.6.3 在正则空间中遗传闭包保持集族的闭包仍是遗传闭包保持集族.

证明 设 P 是正则空间 X 的 HCP 集族. 记 P={P}  . 若 P 的闭包{ P }  不是 X

的 HCP 集族, 那么对于每一, 存在 H  P 使得  H 不是 X 的闭集. 取

x  H ╲  H . 对于每一, 由 X 的正则性, 存在 X 的分别包含{x}和 H

的 不 相 交 的 开 集 V  和 U  , 于 是 H  U   P   PU  . 所 以
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x  H   PU   =   PU  , 从而有  使得 x  PU  , 因此

UP V  , 矛盾. 故 P 的闭包仍是 X 的 HCP 集族. ▌

引理 3.6.4 设 P 是 Fréchet 空间 X 的遗传闭包保持集族. 令 F={P ’: P ’是 P的有限

子集}, 则 F也是 X 的遗传闭包保持集族.

证明 若不然, 则存在 F 的子集{F}  和 HF (  )使得{H}  不是闭包

保持的, 于是存在 x  H ╲  H . 因为 X 是 Fréchet 空间, 存在  H中的序

列{x n }收敛于 x, 从而存在 n 使得 x n H
n

. 这时每一H中仅含有{x n }中的有限项,

于是不妨设上述的 n 是互不相同的. 又因为每一 F是 P 中有限个元的交, 所以存在{x n }

的子序列{x
in }和 P 的无限子集{P i } i 使得每一 x

in P i . 由于 P 是 X 的 HCP 集族, 从而

{x
in : i}是 X 的闭离散子集, 矛盾. ▌

引理 3.6.5 设 P 是空间 X 的遗传闭包保持集族, K 是 X 的紧子集, 则存在 K 的有限子

集 F 使得 K╲F 仅与 P 中的有限个元相交.

证明 若不然, 则存在X 中的序列{x n }和P 的可数无限子集{P n } n 使得 x1KP 1 ,

x 1n (K╲{x i : in})P 1n , n. 由于P 是 X 的 HCP 集族, 所以{x n : n}是 X 的闭

离散子集, 这与 K 的紧性相矛盾. ▌

特别地, 若 P 是空间 X 的遗传闭包保持集族, 且{x n }是 X 中由互不相同点组成的收敛

序列, 则存在 m使得集合{x n : n>m}仅与 P中的有限个元相交 , 因而 P中仅有有限个元

含有序列{x n }的无限项.

定理 3.6.6 (Foged定理[1985])空间X 是可度量化空间的闭映象当且仅当X 是具有遗

传闭包保持 k 网络的正则的 Fréchet 空间.

证明 设空间 X 是可度量化空间的闭映象 , 于是存在可度量化空间 M 和闭映射

f:MX. 由于 M 是可度量化空间, 所以 X 是仿紧空间, 于是 X 是正则空间. 由引理 3.2.5

和引理3.2.7, X是Fréchet 空间. 由Bing-Nagata-Smirnov度量化定理(定理 2.3.3), M具有局

部有限基B. 让 P=f(B). 由引理 3.6.2, P 是 X 的-HCP 集族. 由推论 2.4.9, f 是紧覆盖映射,

又由于紧覆盖映射保持 k 网络(练习 3.3.2), 所以 P是 X 的k 网络. 故 X 具有-HCP 的 k网
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络.

反之, 设正则空间 X 是具有-HCP 的 k网络的 Fréchet空间 . 由引理 3.6.3 和引理 3.6.4,

设 X 具有 k 网络 P= n P n , 其中每一 P n 是 X 的关于有限交封闭的 HCP 闭集族且

P n P 1n . 对于每一 n和 PP n , 令 R n (P)=P╲({QP n : PQ}) , R n ={R n (P) :

PP n }.

对于每一 n及 X 的开集 U, 令 U n ={PP n : PU}. 则集列{U n }是单调递增的.

若 X 中的序列 Z 收敛于 xU╲Z, 则存在 m使得

(6.1) Z是终于(U m ){x}的;

(6.2) Z是终于(V m ){x}的且 V m U, 其中 V m ={RR m : RZ 是无限集}.

(6.1)证明如下 . 若不然 , 那么可选取 Z 的子序列 {z n }使得每一 z n U╲

(U n ) nU\U , 因为 X 是 Fréchet 空间, 存在 U╲U n 中的序列{z nk }收敛于 z n , 从而

x },:z{ knnk . 这时存在序列{z
jjkn }收敛于 x 且 n j . 又因为 P 是 X 的 k网络, 存

在 m使得{z
jj kn }是终于 U m 的, 这与当 n j m时有 z

jjkn U╲U m 相矛盾.

(6.2)证明如下. 记W m =(P m )╲{QP m R m : QZ是有限集}, 则W m 是 X 的

开集, 且 U m P m . 由引理 3.6.5, {QP m R m : QZ 是有限集}仅含有 Z中的有限

个点, 所以由(6.1), 序列 Z 是终于 W m {x}. 下面证明 W m V m . 对于 yW m , 若

yQP m , 则QZ是无限集, 再由引理 3.6.5, 这种Q是有限的, 于是P m 在 y是点有限的,

令P(y)={PP m : yP}, 那么 P(y)P m 且 y{QP m : P(y) Q}, 所以yRm (P(y)),

于是 R m (P(y))Z 是无限集, 因此 Rm (P(y))V m . 这说明了 W m V m . 从而 Z 是终于

(Vm ){x}的. 下面再证明 V m U. 对于RR m , 其中 RZ 是无限集 , 设 R=R m (P), 存

在 QP m 使得 R PQ U, 否则 (U m ) =( {QP m : QU}) ( {QP m :

PQ}) X╲R, 由(6.1), Z 是终于(X╲R) {x}的, 于是 RZ 是有限集 , 矛盾. 因此,

V m U.
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现在, 对于每一 n, 令 H n =R n {X╲(R n )}, 并且记 H n ={R }
n , 则 H n 是

X 的 覆 盖 , 赋 予 集 合  n 离 散 拓 扑 . 类 似 构 造 Ponomarev 系 的 方 法 , 置

M={=(n ) n n : {R
n

} n 是 X 中某点 x 的网络}, 则 M 是可度量化空间, 并

且对于每一M, x  是唯一确定的 . 定义函数 f:M  X 使得 f( )=x  , 即

f((n ))= n R
n

. 下面证明 f 是闭映射.

(6.3) f是映射.

对于每一=(n )M, {R
n

} n 是 f()在 X中的网络, 所以 f 在点是连续的. 从而

f 是连续函数. 对于每一 xX, 若 x 是 X 的孤立点, 那么存在 m使得{x}P m , 于是

R m ({x})={x}, 所以存在m m 使得 R
m

={x}, 取定=( n ) n n 使得

m =m 且 x
n

R n , 则M 且 f()=x. 若 x 不是 X 的孤立点, 则存在 X╲{x}中

的序列{x k }收敛于 x, 取定n n (n)使得 R
n
{x k : k}是无限集, 如果这点

做不到, 则取定n n 使得 xR
n

, 由于 R
n
是 X 的闭集, 那么总有 xR

n
. 对于 x

在 X 中的开邻域 U, 由(6.2), 存在 m使得{x k }是终于(V m ){x}的且 V m U. 由引理

3.6.5, V m 是R m 中有限个元的并, 于是这有限个元中必有一个是R
m

, 从而 xR
m U. 因

此, {R
n
} n 是 x 在 X 中的网络. 令=( n ), 则M 且 f()=x. 故 f 是满函数. 因而, f

是映射.

(6.4) f是闭映射.

设F 是 M 的闭集. 若 f(F)不是 X 的闭集, 则存在 xf(F)╲f(F), 因为 X 是Fréchet 空间,

存在 f(F)中的序列{x i }在 X 中收敛于 x. 对于每一 i, 取定i =( ni, )Ff 1 (x i ), 那

么对于每一 n有 x i R
ni , H n . 由引理 3.6.5, 存在 m1 使得{RH1 : R{x i :

i>m1 }  }是有限集, 而当 i>m1时有 x i i,1
R , 所以有的无限子集1和11使得

对于每一 i1 有 1,i =1 . 由归纳法 , 可选取的递减的无限子集列 {n }和

=(n ) n n 使得对每一 in 有 ni , =n . 对于每一 n, 由于当 in 时有
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x i R
n

, 且 R
n
是 X 的闭集, 因而 xR

n
. 选取{k}的子序列{k j }使得每一 k j j . 设

U是x在X 中的开邻域, 因为序列{x
jk }收敛于x, 由(6.2), 存在m使得V m U, 若 jm,

则 k j j m , 于是 x
jk R

mjk , =R
m

, 从而 R
m
V m U. 故{R

n
} n 是 x 在 X 中

的网络, 即M. 对于固定的 n, 当 k j n 时有 nnk j
 , , 即积空间 n n 中的序列

{
jk }的第 n 个坐标所组成的序列{ nk j , } j 在n 中收敛于 n , 于是{

jk }收敛于,

从而F. 因此 x=f()f(F), 矛盾. 于是 f 是闭映射.

综上所述, 空间 X 是可度量化空间的闭映象. ▌

下面介绍 Foged 定理的几个应用 . 具有局部有限 k 网络的正则空间称为空间

( -space, O’Meara[1971]), 具有可数 k 网络的正则空间称为 0 空间 ( 0 -space,

Michael[1966]). 可分的可度量化空间是 0 空间, 可度量化空间和 0 空间都是空间. 具

有可数 k网络的空间, 具有可数 cs*网络的空间, 具有可数 cfp 网络的空间, 具有可数伪基的

空间都是相互等价的(练习 3.5.3).

推论 3.6.7 空间 X 是可分可度量化空间的闭映象当且仅当 X 是 Fréchet 的 0 空间.

证明 设存在可分可度量化空间 M和闭映射 f:MX. 显然, X 是 Fréchet 的正则空间.

让 B 是 M 的可数基, 令 P=f(B). 由于 f 是紧覆盖映射(推论 2.4.9)且 B 是 M 的 k 网络, 于是

P是空间 X 的可数 k 网络(练习 3.3.2), 故 X 是 0 空间.

反之, 设 X 是 Fréchet 的 0 空间, 于是 X 具有 k 网络 P= n P n , 其中每一 P n 是 X

的关于有限交封闭的有限的闭集族且P n P 1n . 在 Foged 定理中构造 X 的覆盖列{H n }是

X的有限子集列(使用定理 3.6.6的记号). 于是每一n 是有限子集, 因此M 是可分可度量化

空间, 故 X 是可分可度量化空间的闭映象. ▌

定义 3.6.8 设映射 f:XY. f称为 L映射(L-mapping), 若每一 f 1 (y)是 X 的 Lindelöf子

集. f 称为边界 L 映射(或边缘 L 映射, boundary L-mapping), 若每一f 1 (y)是 X 的 Lindelöf

子集.

显然, 可度量化空间上的 L 映射与 s映射是等价的 . L映射和边界紧映射都是边界 L 映

射. 在练习 1.4.7 和练习 2.4.5 中已介绍过 L 映射的一些性质. 可度量化空间的闭 s 映象的内
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在特征涉及特殊的空间 S
1 . 序列扇 S(例 3.1.8)同胚于把可数个含极限点的非平凡收敛序

列的拓扑和将非孤立点粘成一点得到的商空间. 把 1个含极限点的非平凡收敛序列的拓扑

和将非孤立点粘成一点得到的商空间称为 1 扇( 1 -fan), 记为 S
1
.

引理 3.6.9 S
1
是不具有点可数 cs*网络的 Lašnev 空间.

证明 对于每一 1 , 设 X是含极限点 x 的非平凡的收敛序列. 记 A={x :

1 }, 则S
1 =(

1 X)/A. 因为 A 是
1 X的闭子空间, 所以 S

1 是可度量化空

间
1 X的闭映象, 因而 S

1
是 Lašnev空间.

设 s是 S
1
中唯一的非孤立点. 对于每一 1 , 令 Y=X╲{s}. 若 S

1
具有点可数

的 cs*网络P, 记{PP : sP 且对于无限个 1 有 YP  }={P n } n , 于是可归纳

地选取S
1 的子集C={y n : n}使得每一y n P n ╲{s}且不同的 y n 属于不同的Y , 那么

C是S
1
的闭集. 令V=S

1
╲C, H={PP : sPV}. 若PP且 sPV, 则每一P n P,

于是 P 仅与有限个 Y相交, 由 P 的点可数性, H 仅与可数个 Y相交, 因此有 1 使得

YH=. 设 VY ={x n : n}, 那么序列{x n }收敛于 s, 由于 V 是 s的开邻域, 存在

PP 使得{x n }的某子序列是终于 P 的且 PV, 从而 PH, 于是 YH  , 矛盾. 所以

S
1
不具有点可数的 cs*网络. ▌

易验证, S
1
具有点可数 k网络. 由引理 3.6.9, S

1
不具有点可数的闭 k 网络, 于是 S

1
不

是空间.

普通归纳法的一般化是超限归纳法(transfinite induction). 设对于每一序数, 给定命题

P(). 如果下述条件成立, 则对于所有序数, P()都正确. (1) 对于=0, P(0)是正确的; (2)

对于< 0的任意序数, 若 P()是正确的, 则 P( 0 )是正确的.

设P是空间X 的子集族, P称为局部可数的(locally countable), 若对于每一xX, 存在 x

在 X 中的邻域 V 使得 V 仅与 P 中可数个元相交. 类似地可定义局部可数集族. 显然, 局

部有限集族是局部可数集族, 局部可数集族是点可数集族.

引理 3.6.10 设X 是可度量化空间且 f:XY是闭映射. 那么空间Y 不含有闭子空间同
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胚于 S
1 当且仅当 f 是边界 L 映射.

证明 设空间 Y 不含有闭子空间同胚于 S
1 . 若 f 不是边界 L 映射, 则存在 yY 使得

f 1 (y)不是 X 的 Lindelöf 子空间 , 于是存在f 1 (y)的不可数的闭离散子集{x  :

 }(定理 2.2.8), 因为 X 是仿紧空间, 所以 X 是集态正规空间(定理 2.3.9), 存在 X 的离

散的开子集族{V}  使得每一 xV . 对于每一  , 若 U 是 y 在 Y 中的邻域 , 那

么 f 1 (U)V是 x在 X 中的邻域, 于是 f 1 (U)(V ╲f 1 (y))  , 即 U(f(V)╲

{y})  , 所以 y y){\)f(V . 因为 Y 是 Fréchet 空间, 存在由 f(V)╲{y}中点组成的序列

{y n, }收敛于 y. 令 T={y n, : n}, 那么Tf(V)╲{y}. 因为{V}  是 X 的离散

集族, 由引理 3.6.2, {f(V)}  是 Y 的 HCP 集族, 再由引理 3.6.3, { )f(V }  也是 Y 的

HCP 集族, 从而{T {y}}  是 Y 的 HCP 集族. 对于每一  , 由引理 3.6.5, 存在T

的有限子集 F和的有限子集  使得当 ╲  时有(T ╲F )T = , 令

K=T╲F . 由 Zermelo 良序定理(引理 1.5.5), 把指标集良序化, 再由超限归纳法, 可

选取的基数为 1 的子集使得{K}  是 Y 中互不相交的集族. 由于{K {y}}  是

Y 的 HCP 集族且每一 K {y}是 Y 的含极限点的非平凡的收敛序列, 从而 Y 的闭子空间

{y}(  K)同胚于 S
1 (练习 3.6.7).

反之, 设 f 是边界 L 映射, 由引理 2.4.5, 存在 M 的闭子空间 Z 使得 f Z| : Z X 是闭 L

映射. 让 B 是可度量化空间 Z 的局部有限基, 令 P=f(B). 由于 f 是紧覆盖映射(推论 2.4.9),

于是P 是空间Y 的 k 网络(练习 3.3.2). 又由于闭 L映射保持局部可数集族(练习 3.6.6), 则 P

是 Y 的局部可数的 k 网络, 于是P 是 Y 的点可数的闭 k 网络, 从而 Y 的任一子空间也具

有点可数的闭 k 网络. 由引理 3.6.9, Y 不含有闭子空间同胚于 S
1
. ▌

定理 3.6.11 (高智民[1987b], 林寿[1988b])空间 X 是可度量化空间的闭 s 映象当且仅当

X 是 Fréchet 的空间 .

证明 设存在可度量化空间 M 和闭 s映射 f:MX. 显然, X 是仿紧的 Fréchet 空间. 由

于 M 是可度量化空间, M 具有局部有限基 B, 令 P=f(B). 因为 f 是紧覆盖映射, 所以 P是
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X的 k 网络. 又因为 f 是闭 L映射, 于是 P是 X 的局部可数的 k网络. 记 P= n P n , 其

中每一 P n 是 X 的局部可数集族且 P n P 1n . 对于每一 n, 由于 P n 是局部可数的, 存

在 X 的开覆盖 U n 使得 U n 的每一元仅与 P n 中可数个元相交, 又由于 X 是仿紧空间, 不妨

设 U n 是 X 的局部有限的开覆盖, 令 F n ={PU : PP n , UU n }. 则 Fn 是 X 的局部有

限集族.

事实上, 记U n ={U}
n . 对于每一 n , 记 P n 中与U相交的可数个元为 P k, ,

kk , 当 k>k时, 记 P k, =. 对于每一m, 令 H mn, ={P m, U}
n

. 由于 U n 是

局部有限的, 所以 H mn, 也是局部有限的. 又由于 F n = m H mn, , 故 F n 是 X 的局部有

限集族.

令 F= n Fn . 下面证明F 是 X 的 k 网络. 对于 X 的紧子集 K 及 K 在 X 中的邻域 U,

由于 P 是 X 的 k 网络, 存在 n和 P n 的有限子集 P’使得 KP’U, 又由于 U n 是 X

的开覆盖, 存在 U n 的有限子集 U’使得 K U’. 令 H’={PU : PP’, UU’}, 则 H ’是

Fn 的有限子集且 KH ’U, 所以F是 X 的 k网络. 故 X 具有局部有限 k 网络, 因此

X 是空间.

反之, 设X是Fréchet的空间. 由Foged定理, 存在可度量化空间M和闭映射f:MX.

由于空间的子空间仍是空间, 又由于 S
1
不是空间, 所以 X 不含有闭子空间同胚于

S
1 . 由引理 3.6.10, f 是边界 L 映射. 再由引理 2.4.5, 存在 M 的闭子空间 Z 使得 f Z| : ZX

是 L 映射. 这时 f Z| 是闭 s 映射. 故 X 是可度量化空间的闭 s 映象. ▌

作为本章的结束, 本节最后介绍 Bing-Nagata-Smirnov 度量化定理(定理 2.3.3)的一个实

质推广. 由 Foged 定理和定理 2.4.16, 有下述引理.

引理 3.6.12 具有遗传闭包保持 k 网络的正则的强 Fréchet 空间是可度量化空间. ▌

定理 3.6.13 (Burke-Engelking-Lutzer 度量化定理[1975])空间 X 是可度量化空间当且仅

当 X 是具有遗传闭包保持基的正则空间.

证明 由 Bing-Nagata-Smirnov 度量化定理和引理 3.6.12, 只须证明具有-HCP 基的空

间 X 是第一可数空间. 设 B= n B n 是 X 的基, 其中每一 B n 是 X 的 HCP 的开集族. 先证
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明 X 的每一单点集是 G集, 即若 xX, 则存在 X 的开集列{G n }使得{x}= n G n . 对于

每一 n, 令 G n =X╲ }Bx:B{  nB , 由于 B n 是闭包保持的, 所以 G n 是 x 在 X 中的

开邻域. 若yX╲{x}, 则存在X中分别含有点x和y的不相交的开集U和V, 于是存在n

和 BB n 使得 yBV, 从而 xB , 因此 yG n , 所以{x}= n G n .

下面证明X 的点 x 在 X 中具有可数邻域基. 若 x 是 X 的孤立点, 则 x 在 X 中具有可数

邻域基. 若x不是X的孤立点, 则对于每一n, x仅属于B n 中的有限个元. 否则, 存在B n

的可数子集{P i } i 使得每一 P i 含有点 x. 令 H1 =P 1 G 1 , H 1i =H i P 1i G 1i , i. 则

{H i }是 x 的递减的开邻域列, 于是 x 不是 H i ╲H 1i 的聚点, 由于每一 H i ╲H 1i P i ,

{P i } i 是 X 的 HCP 集族, 且 i (H i ╲H 1i )=H1╲ i H i =H 1╲{x}, 所以 x 不是 H1╲

{x}的聚点, 从而 x 是 X 的孤立点, 矛盾. 从而 x 仅属于 B 中的可数个元 , 即 x 在 X 中具有

可数邻域基. 故 X 中第一可数空间. ▌

例 3.6.14 Michael 空间(Michael[1957]): 具有闭包保持基的不可度量化的正则空间.

例1.2.8 已介绍了最大紧化. 取定 p╲, 令 X={p}. 集合X 赋予的子

空间拓扑称为Michael 空间(Michael space). 显然, X 是正则空间. 由于是的稠密子集,

所以X不是离散空间, 又由于 X中不存在非平凡的收敛序列, 于是 X 不是第一可数空间, 从

而X 不是可度量化空间. 因为是X 的孤立点集, p 在X 中的开邻域基是 X 的闭包保持集族,

于是X 具有闭包保持基. ▌

本章较详细地介绍了 Ponomarev 方法在研究可度量化空间的一类重要性质(可度量化空

间映象)中的独特作用. Ponomarev 方法的研究一方面丰富了映射理论, 另一方面带来了以基

作为出发点的集族性质的深刻革命. 20 世纪的后 40 年广义度量空间理论的进展正是伴随着

这种变化而产生. 网络(Arhangel’skiǐ[1959]), 伪基(Michael[1966]), k 网络(O’Meara[1971]), cs

网络(Siwiec[1971]), cs*网络(高智民[1987a]), wcs*网络(Lin, Tanaka[1994])等一批具有鲜明个

性的集族性质所刻画的拓扑空间类推动了点集拓扑学的迅猛发展. 这些集族性质在本书的

第二部分讨论函数空间的拓扑性质时也发挥了至关重要的作用.

注 3.6.15 拓扑空间论著作.
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1955 年 J. L. Kelley[1955]的“General Topology”和 1966 年 J. Dugundji 50[1966]的

“Topology”是国外出版较早、影响较大的论述拓扑空间基本理论的著作, 其主要内容有拓扑

空间, 拓扑空间中的收敛, 积空间与商空间, 分离公理 , 可数空间, 连通性, 紧空间, 度量空

间和函数空间, 中心内容是介绍 20 世纪 30 年代点集拓扑学的重要成就, 包含有 Urysohn引

理(引理 1.2.11), Tietze扩张定理(引理 1.2.11), Urysohn 度量化定理(推论 2.3.4), Tychonoff 积定

理(定理 1.1.12), Tychonoff 紧扩张定理(定理 1.3.9)等精彩结果. 这些内容也是国内从 20 世纪

70 年代末以来出版的十多种点集拓扑学教科书的核心内容, 其中使用较为广泛的有熊金城

[1998]教授的《点集拓扑讲义》. 由于受写作年代或使用对象的限制, 上述书籍少有涉及 20

世纪 50 年代后一般拓扑学的成就.

1944年 J. Dieudonné引进仿紧性概念是一般拓扑学进入全盛期的重要标志. 随着拓扑空

间论的迅猛发展, 为出版高水平的学术论著积累了丰富的素材、奠定了坚实的基础 . 自 20

世纪70 年代以来优秀的点集拓扑学著作不断涌现, 最具代表性的是波兰数学家 R. Engelking

的著作. 1968 年 Engelking 的“Outline of General Topology”由 North-Holland 出版公司和波兰

科学出版社联合出版. 经过大量的补充, 1975年 Engelking 在波兰科学出版社出版“Topologia

Ogólna”(波兰文), 1977 年该书由作者自译为英文版的“General Topology”(Warszawa: Polish

Scientific Publishers)出版, 1986 年又由作者补充部分新文献后由 М . Я . Антоновск ий和А. В.

Архангел ьск ий译为俄文以“Общ аяТопол огия”(Моск ва: Мир)出版, 1989 年 Engelking[1989]

的“General Topology”英文第二版出版. 该书全面论述了一般拓扑学的基本内容, 在问题(练

习)部分补充了现代的一些研究方向, 如线性序空间, 积, 基数函数, 逆系, 超空间与集值

映射等, 内容丰富, 课题广泛, 史料确切, 引文全面(共972 篇), 但正文内容大多是 1960 年前

的结果, 对于如何快速进入一般拓扑学的相关课题的研究还需学习进一步的著作.

对我国的拓扑空间论发展产生较大影响的介绍现代一般拓扑学的著作也许算是 1974 日

本数学家儿玉之宏(Kodama)和永见启应(Nagami)的《位相空间论》[1974]. 该书由方嘉琳教

授译成中文《拓扑空间论》1984 年在科学出版社出版. 《拓扑空间论》简要地介绍了传统拓

扑空间论的基本内容, 有下述两个极为显著的特点. 一是较早地突出了仿紧空间与度量空

间、可展空间的相互关系. 二是强调了映射与空间的思想, 在全书的后三分之一部分, 以

Arhangel’skiĭ 引入的点可数型空间、p 空间入手, 建立了用映射揭示空间类之间联系的研究

框架, 对于满足可数可积性质的约 10 个广义度量空间类进行了详细的讨论, 首创了在拓扑

50 美国数学家 J. Dugundji(1919-1985), 他是波兰数学家 W. Hurewicz(1904-1956)的学生.
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空间论专著中论述广义度量空间理论的新尝试. 该书也仅是介绍至 1972 年拓扑空间论的主

要内容. 日本数学家长田润一(Nagata)的“Modern General Topology”(Amsterdam: Elsevier

Science Publishers B V)为反映modern的思想, 虽初版于 1968年, 但经过了多次修改, 第一次

修订出版于 1974 年, 第二次修订出版于 1985 年, 每一次修订都增加了不少覆盖与映射在空

间研究拓扑空间论中作用的内容, 编排体系也与以住拓扑空间论的著作有所不同. 一是较早

地突出了收敛、覆盖、映射统一全书的思想. 二是介绍了仿紧空间、亚紧空间、次仿紧空间

和加细空间等一系列典型的覆盖性质. 三是阐述了 20 世纪 60 至 70 年代引进的一大批广

义度量空间类, 以“遗传性”、“可数可积性”、“映射性质”、“可数闭和定理”为线索来验证这

些空间类是否具有这些运算性质. 四是为体现内容的完整性, 还介绍了连续函数格、函数空

间、函数扩张理论、选择理论、逆极限理论、线性序空间、基数函数、Dyadic 空间和拓扑

空间的测度论等内容. 由于吸收了许多现代的结果, 内容不可避免的显得庞杂, 以至于各部

分之间交叉过多, 不便于初学者了解一般拓扑学的主要内容的来龙去脉.

1980 年以来国际上介绍现代拓扑空间论的著作层出不穷. 下面列举一些具有特色的著

作(不含综述报告)供读者学习时参考. 1984 年 K. Kunen 和 J. E. Vaughan 编辑的“Handbook of

Set-Theoretic Topology”(Amsterdam: Elsevier Science Publishers B V)中由 D. K. Burke[1984]撰

写的“Covering properties”, 由 G. Gruenhage[1984]撰写的“Generalized metric spaces”和由 T. C.

Przymusiński 撰写的“Products of normal spaces”. 1989年 K. Morita 和 J. Nagata 编辑的“Topics

in General Topology”(Amsterdam: Elsevier Science Publishers B V)中由 M. Atsuji 撰写的

“Normality of product spaces Ⅰ”, 由 T. Hoshina 撰写的“Normality of product spaces Ⅱ”, 由

Y. Yasui 撰写的“Generalized paracompactness”, 由 J. Nagata 撰写的“Generalized metric spaces

Ⅰ”和由 K. Tamano撰写的“Generalized metric spaces Ⅱ”. 在国内, 1991年蒋继光教授出版了

《一般拓扑学专题选讲》(成都: 四川教育出版社), 1995 年林寿教授出版了《广义度量空间

与映射》(北京: 科学出版社). 这些著作总的特点是反映了拓扑空间论某专题最新的研究成

果. 由此看来, 要想出版一本既包含拓扑空间论传统内容 , 又能反映现代拓扑空间论各专题

最新发展线索的专著是非常困难的.

2000年高国士[2000]教授的专著《拓扑空间论》是一本篇幅适中, 既包含拓扑空间论基

本内容, 又能描写现代拓扑空间论一些主要研究专题的力作. 该书由八章组成, 前四章论述

拓扑空间论的基本内容, 自成体系, 可供需要了解拓扑空间论基础知识的数学高年级学生阅

读, 同时为介绍后续内容作准备, 点缀了一些新内容, 如完备映射(即逆紧映射)、k 空间等,

含有在国内点集拓扑学参考书中较少介绍的一致空间理论; 后四章是一般拓扑学两大课题
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——“覆盖性质”与“广义度量空间”的深入研究, 能导向该课题的研究前沿. 该书每章后面都

附有精心选择的大量习题, 对于初学者来说可以检验其对正文内容的掌握程度, 另有部分习

题是对正文内容的有力补充.

练习

3.6.1 设 P 是空间 X 的 HCP 集族. 对于每一 n, 置 P n ={ in P:P...PP 21  P,

in}. 证明: P n 是 X 的 HCP 集族.

3.6.2 证明: 可数紧空间的 HCP 覆盖有有限子覆盖.

3.6.3 设 P 是空间 X 的 HCP 集族. 令 D={xX : P 在 x 不是点有限的}, F={P╲D :

PP}. 若 K 是 X 的紧子集, 证明: (1) KD 是有限集; (2) K 仅与F 中有限个元相交.

3.6.4 证明: Lašnev 空间具有点可数的 k 网络(Foged[1985]).

3.6.5 证明: 逆紧映射保持空间性质.

3.6.6 设 f:XY 是闭 L 映射 . 若 P 是空间 X 的局部可数集族, 则 f(P)是空间 Y 的局

部可数集族.

3.6.7 证明: 引理 3.6.10 中空间 Y 的闭子空间{y}(  K)同胚于 S
1 .

3.6.8 设 f:XY 是闭映射, 其中X 是可度量化空间. 证明 : 空间Y 不含有闭子空间同

胚于 S当且仅当 f 是边界紧映射.

3.6.9 证明: Michael 空间 X(例 3.6.14)的所有紧子集是有限集, 所以 X 不是 k 空间.


